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Resumé

Prispevok sa zaobera teoretickym popisom tvorby matematicko — Statistickych modelov

s vyuzitim metody najmensich Stvorcov. Tvorba regresnych modelov méa pri skiimani
zavislosti réznych technologickych a technickych systémov a procesov mimoriadny vyznam,
jednak z hl'adiska pochopenia ich podstaty, moznostou predikcie jeho spravania a jednak

z hl'adiska jeho moznej optimalizécie.

Abstract

The paper deals with theoretical description of mathematical-statistic models creation by
means of least square method. Regression is used to model relationships between variables
and determine the magnitude of those relationships. Regression model creation has
remarkable importance, for understanding of their essence, with possibility of the prediction
of the behavior and from its possible optimization.

1 Statisticka analyza zavislosti

Pri sledovani suvislosti veci a javov sa stretavame s rozlicnymi formami zévislosti.
V podstate rozozndvame suvislosti nepodstatné a na druhej strane suvislosti podstatné. Za
nepodstatné suvislosti povazujeme také, pri ktorych vonkajsia stvislost’ (t.j. skuto¢nost’, ze
urcité javy spolo¢ne vznikaju , maji rovnaky priebeh, alebo po sebe nasleduju v pravidelne sa
opakujucej postupnosti) nemé vnutorni nevyhnutnost’. Podstatné suvislosti st také, pri
ktorych vonkajsia suvislost’ je vyrazom urcitej vnutornej nevyhnutnosti.

Charakteristickou formou podstatnej stvislosti je pri¢inna alebo kauzalna zavislost, t.j. ked’
jeden z javov — pric¢ina — podmienuje alebo nevyhnutne vyvolava za ur¢itych podmienok
existenciu druhého javu — ucinok (nasledok). V SirSom slova zmysle za pri¢inna zavislost’
povazujeme rovnaky priebeh alebo pravidelne sa opakujiicu postupnost’ dvoch uréitych javov,
spdsobenu existenciou tretich pri¢in, ktoré si obom javom spolo¢né.

Skumanie pri¢innych zavislosti je jedna z najdolezitejSich tiloh vedy. So skiimanim
a vyjadrovanim zavislosti medzi dvoma alebo viacerymi meniacimi sa veli¢inami sa
stretdvame takmer v kazdej vednej discipline.

Pri¢inné zavislost sa spravidla prejavuje v roznych formach. Jednou z foriem pri¢innej
zavislosti je funkénd zavislost, s ktorou sa stretdvame v matematickej analyze. Podstata
funkénej zavislosti je v tom, ze kazdej hodnote jednej premennej veliciny, ktord sa
matematicky nazyva argument a oznacuje sa zvyc¢ajne pismenom x (veli¢ina nezavisle
premennd), sa prirad’'uje vzdy urcita hodnota druhej premennej veli¢iny, ktord sa nazyva
funkciou a zvyc€ajne sa oznacuje pismenom y ( zavisle premenna veli¢ina). Funk&na zavislost
je charakteristickd predovsetkym pre prirodné javy — najma pri niektorych javoch nezivej
prirody — kym pri spolo¢enskych javoch sa zvyc¢ajne stretdvame s vel'mi zlozitymi formami
pri¢innych zavislosti. O funk¢nej zavislosti hovorime ako aj o pevnej zavislosti, pretoZe vznik
alebo existencia jedného javu je pri funkénej zavislosti nerozluéne spojena so vznikom alebo
existenciou javu druhého.
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Pri skimani technologickych javov sa spravidla s pevnou zavislost'ou nestretavame. Tu ide
casto o spojenie celého komplexu pricin a u¢inkov. Okrem podstatnych vstupnych (nezavisle
premennych — faktory) pdsobi tu aj cely rad ndhodnych okolnosti, nahodnych faktorov , pri
ktorych v danom okamihu nemoZzno stanovit’ smer, silu ani miesto pdsobenia. Ked'Ze
nemdzme spravidla odstranit’ vplyv vSetkych vedl'ajsich ¢initel'ov, ani zabezpecit’ prisne
rovnaké podmienky, moze dojst’ Ze prave tieto vedl'ajSie Cinitele sa tak vyhodne, resp.
nevyhodne zoskupia, Ze hodnota sledovaného znaku sa odklana od oCakavanej tirovne. Ak by
sme napr. sledovali pri subore robotnikov zavislost’ hrubej mesacnej mzdy od poctu
odpracovanych hodin, zistili by sme, Ze rovnakému poc¢tu odpracovanych hodin u r6znych
robotnikov zodpoveda ro6zna mesacna mzda; na ich Groven ma totiz vplyv nielen pocet
odpracovanych hodin, ale aj mnohé d’alSie faktory, o ktorych jednak vieme, jednak nevieme
Urcitej hodnote jednej veli¢iny teda zodpoveda niekol’ko hodnot druhej veli¢iny, alebo inak
povedané, rozlozenie pocetnosti hodnot druhej veli¢iny. O tychto veli¢inach nemoézeme
povedat’, Ze je medzi nimi funkéna zavislost’. V takomto pripade hovorime o Statistickej
zavislosti medzi veli¢inami. Statisticka zavislost’ nazyvame aj zavislost'ou volnou.

2 Faktory, parametre a objekty vyskumu

Stroje, nastroje, pripravky, pristroje a technologické procesy jednotlivo alebo vo vhodnom
zoskupeni su objektami vyskumu. Vo vSeobecnosti st zlozité a mnohotvarne. Typickym
prikladom je systém stroj — ndstroj — obrobok — pripravok (SNOP). Ich podstata je bud’
konstantna, alebo sa meni v zavislosti od priestoru a ¢asu. Stav alebo ¢innost’ strojarskych
objektov a technologickych procesov charakterizuju dve veliiny. Su to faktory a parametre.

Na obr.1 je kyberneticky model (,,¢ierna skrinka“) objektu vyskumu so vstupmi aj
vystupmi.

Faktory (nezavisle premenné) st vstupné veli¢iny objektu vyskumu a urcuju jeho spravanie
sa . Rozdel'ujii sana :

riadené faktory xj, j = 1,2,...m; ktoré maju pevnu hodnotu alebo sa menia pocas pokusu
vopred zadanym spdsobom (napr. konstrukéné a geometrické prvky néstroja, rezné
podmienky, mnozstvo chladiacej kvapaliny a pod.)

kontrolované (neriadené) faktory uk, k = 1,2,..,m. Ich hodnoty sa pri celom pokuse kontroluju
a udrziavajui na konstantnej hodnote. Nie su predmetom pokusu.

Rusiace (neriadené a nekontrolované; Sumové¢) wp, p=1,2,....,m. Ide o faktory neznameho
povodu, s neznamou fyzikalnou podstatou, neur¢eného mnozstva a druhu, s neznamym
miestom a silou pdsobenia (napr. zmena tvrdosti v rdznych miestach polovyrobku).

Parametre (optimaliza¢né parametre, ciel'ova funkcia, optimalizacné kritérium) yi, i = 1,2,...,n,
su vystupné veli¢iny objektu vyskumu a vyjadruju jeho zmenu vplyvom jednotlivych faktorov

(opotrebenie nastroja, rezné sily, teplota rezania, drsnost’ obrobenych ploch, presnost’
obrabania...).

Objekty vyskumu mozno klasifikovat’ ako preskimané, nepreskiimané, riadené a neriadené,
jednofaktorové a viacfaktorové, jednoparametrové a viacparametrové, statické a dynamické,
stacionarne a nestacionarne, atd’.

Aktivny experiment si vyzaduje, aby objekt vyskumu bol riadeny, a aby vysledky pokusov
boli reprodukovatel’né.

Zavislost’ medzi parametrami a faktormi nazyvame matematicky model (funkcia reakeii) :
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N = (X, XX,y ) i=12..n (1.1)
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Obr.1 Objekt vyskumu

3 Regresna analyza

Korelaéna a regresna analyza ma zaklady v praci Francisa Galtona (1894). Ciasto¢ne
inSpirovany dielom svojho bratranca Charlesa Darwina , O pévode druhov, snaZil sa Galton
odhalit’ dedi¢né vlastnosti talentu, pohybovych schopnosti a intelektu. Jeho vyskum zacal
Studiom vel’kosti a vahy bieleho hrachu v dvoch generéciach. Ten viedol k odhaleniu
fenoménu regresie, ktori Galton nazval ,,reverse* (navrat). Galton zistil, Ze potomkovia
extrémne vel'kych hrachov neboli v priemere taky vel’ky , ako ich ,rodi¢ia“. Neskor
zaznamenaval fyzické charakteristiky tisicov dobrovol'nikov a nasiel podobnt ,,regresiu
k priemeru pri medzigeneratnom porovnavani. Jeho koncepty potom rozvinul jeho Ziak K.
Pearson a dalsi Statistici. Tradicny nazov ,,regresia® sa stale pouziva v désledku tradicie, hoci
sa tato technika pouziva predovsetkym pre predikciu. Metddu najmensich Stvorcov pre odhad
regresnych koeficientov regresnych funkcii pouzivali uz A.M. Legendre a C.F. Gauss.

Hlavnou ulohou regresnej a korelacnej analyzy je prispiet’ k poznaniu pri¢innych vzt'ahov
medzi Statistickymi znakmi. Vychodiskom pre popis Statistickych zavislosti su Statistické
tdaje. Statisticky subor n pozorovani sledovani §tatistickych znakov mozno ziskat’
niekol’kymi spdsobmi :

e pozorovanim z Statistickych jednotiek, pricom zakladny stibor bol priestorovo, ¢asovo
aj vecne vymedzeny,
e pozorovanim urcitej Statistickej jednotky v n ¢asovych okamihoch alebo intervaloch,

e nasobnym opakovanim urc¢itého pokusu, realizovaného pri rovnakych , resp. priblizne
rovnakych podmienok.

Ulohou regresnej, resp. korelaénej analyzy je d’alej matematicky popis systematickych
okolnosti, ktoré sprevadzaju Statistické zavislosti.

Pri budovani regresnych modelov sa bezne pouziva metdda najmensich Stvorcov ( d’alej
MNS ). Tato metdda poskytuje postacujiuce odhady parametrov iba pri si¢asnom splneni
vSetkych predpokladov o datach a o regresnom modely. Pokial tieto predpoklady nie st
splnené stracaju vysledky MNS svoje vlastnosti. Vyuzitie linearnej regresnej analyzy sa
dotyka nasledujucich moznosti :

1. Popis dat : h'adame vzt'ah, linedrny regresny model, ktory sumarizuje subor dat
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2. Urcenie parametrov : najbeznejSim cielom regresnej analyzy je vycislenie najlepSich
odhadov neznamych parametrov regresného modelu. UZivatel’ navrhne regresny model
a regresnou analyzou sa snazi model preukéazat’. Tento ciel Casto prekryva aj ostatné zamery
regresnej analyzy.

3. Predikcia : najdolezitejSim ciel'om regresnej analyzy je predikcia, vycislenie hodnot zavisle
premennej. Je tu vSak rad predpokladov a kvalifikacii, ktoré sa musia reSpektovat’
v regresnom modely a datach. Casto sa napriklad nesmie extrapolovat’ mimo rozsahu dat.
Intervalové odhady vyzaduju dodrzanie predpokladov normality. MNS ma svojich sedem
predpokladov, ktoré sa musia reSpektovat’ a dodrzat’.

4. Riadenie : regresné modely mozno vyuzit' tieZ na monitorovanie a riadenie systémov, ako
napriklad kalibracii meracieho systému. Ak sa vyuzije regresny model na riadiace ucely,
nezavisle premenné musia byt’ vztahované k zavisle premennej kauzalnym sposobom.

5. Vyber (vol'ba) premennych : vol'ba premennych sleduje tie nezavisle premenné, ktoré
vysvetl'uju vyznamny objem premenlivosti zdvisle premennej. V mnoZstve aplikacii sa
nejedna o jednorazovy proces, ale o spojity proces vystavby modelu.

V nasledujucej Casti sa pokusime matematicky formulovat’ regresny problém ako aj
vysvetlit' odhad regresnych koeficientov MNS.

Uvazujme zakladny Statisticky subor, v ktorom skimame Statistické znaky y, xi, x2, ..., Xk.
Ak sa meni nejakym spdsobom podmienené rozdelenie znaku y pri zmenach znakov xi, xa, ...,
X1, hovorime o $tatistickej zavislosti znaku y na znakoch xi, x,, ..., xi. Specialnym pripadom
Statistickej zavislosti je korela¢na zavislost,, ked’ sa menia podmienené stredné hodnoty n;
znaku y. Znak y nazyvame vysvetl'ovanou premennou, alebo zévisle premennou a znaky x;,
X2, ..., Xk Vysvetlujuce resp. nezavisle premenné. Regresny model

Yi=1;,1¢& (1.2)
vyjadruje 1 — tu hodnotu yi zavisle premennej ako sti¢et podmienenej strednej hodnoty n;
zavisle premennej y pri kombinacii hodnét nezavisle premennych x;j, x2i, ..., Xk @ ndhodnej

zlozky &;. Podmienenu strednti hodnotu n ako funkciu nezavisle premennych nazyvame
regresnou funkciou.

Podra tvaru regresnej funkcie rozliSujeme rozne typy regresnych modelov :

* modely linearne z hl'adiska parametrov maju regresnu funkciu v tvare :

n=p+B5H+5.1,+ B, (1.3)

kde regresory f1, f2, ..., fr s l'ubovol'né zname funkcie nezavisle premennych xi, xa, ..., xx.

= Specialnym pripadom st modely s regresnou funkciou :
n=Ppy+bx + 0% +...4 Bix, (1.4)

kde regresory st priamo nezavisle premenné, tj. modely linearne z hl'adiska parametrov aj
z hl'adiska nezavisle premennych.
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4 Metoéda najmensich Stvorcov

Vseobecne pouzivand MNS pri tvorbe regresnych modelov poskytuje postatujice odhady
parametrov regresnej funkcie iba pri splneni nasledovnych predpokladov :

1. Regresné parametre f mézu nadobudat’ 'ubovol'né hodnoty. V praxi vSak Casto
existuju obmedzenia faktorov a parametrov, ktoré vychadzaju z ich fyzikalneho
zmyslu.

2. Regresny model je linearny v parametroch a plati aditivny model merania.

3. Matica nendhodnych, nastavovanych hodnot vysvetl'ujacich premennych X ma
hodnost’ prave m, ¢o znamena, Ze Ziadne ich dva stipce x;j, X nie su kolinedrne, t.j.
rovnobezné vektory. Tomu odpoveda aj formuldcia , 7e matica X'X je symetricka
regularna matica, ku ktorej existuje inverzna matica a determinant matice X'X je
vacsi ako nula.

4. Nahodné chyby & maji nulovu strednt hodnotu E (&)=0. To musi pri korela¢nych
modelov platit’ vzdy.

5. Nahodné chyby & maju konsStantny a konecny rozptyl. Tiez podmieneny rozptyl
D(y/x) = o je konstantny a ide o homoskedastisticky pripad.

6. Nahodné chyby &; st navzéjom nekorelované a plati cov (g; &) = E (& &) = 0. Pokial
majui chyby normélne rozdelenie , st nezavislé. Tato poziadavka odpoveda
poziadavke nezavislosti meranej veli¢iny y.

7. Chyby & maji normalne rozdelenie N (0, ). Vektor y ma potom naviac viacrozmerné
normalne rozdelenie so strednou hodnotou X a kovaria¢nou maticou 6°E, kde E je
jednotkova matica.

Pokial platia predpoklady 1. az 6., si odhady b parametrov B najlepS$ie, nestranné a linearne.
Naviac maju asymptoticky normalne rozdelenie. Pokial’ plati eSte aj predpoklad 7. maju
odhady b normalne rozdelenie aj pre konecné vybery.

Vypocet koeficientov regresnej funkcie moZeme realizovat’ aj pomocou maticovych operacii.
si V d’al$ej Casti je uvedeny principidlny vypocet regresnej zavislosti v maticovom tvare.
Regresna funkcia v maticovom tvare :

Y=Xp+e (1.5)
Y —stipcovy vektor vysledkov merani (y;, i=1,2,..,n)

X — matica podmienok merania, pricom i — tému vysledku merania y; odpoveda i - ta
podmienka merania (v, fi 1¢i)

B — stipcovy vektor regresnych koeficientov
¢ — vektor ndhodnych chyb

Rovnicu (1.5) mézeme rozpisat’ ako :

2] Xoo Xy - - Xy (B €
Y2 Xpp Xpp - - X || B, €,
L Yi _X01 X5 an_ Bk _81_
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kde x¢; predstavuje fiktivnu premennt (xo = 1 pre linearnu resp. xo = 10 pre logaritmicku
zéavislost))

b,
b i

p=| 2 |=[x"x]'x"y (1.7)
b,

kde X" — transponovana matica k matici X

[X".X]" - inverzna matica su¢inu transponovanej matice podmienok merania X a
matice X.

[X".X] - Fisherova informa¢na matica

Aby vo vztahu (1.7) existovala inverzna matica [X".X]" je potrebné, aby matica [X'.X]
bola regularna, teda jej determinant [X'.X]| # 0 ( v opanom pripade je matica singularna). Z
toho vyplyva, zZe na pouzitie uvedenej metoddy je nevyhnutné, aby nezavislé premenné (x;,
X2,... Xj) boli linearne nezavislé. V takomto pripade v matici nezavisle premennych X prvky
T'ubovolného stipca nebudi linearnou kombinaciou odpovedajucich prvkov druhych stipcov.

Symetrické $tvorcova matica [X'.X]" sa nazyva kovaria¢na matica , pre ktort plati :

Elb—p]" [b-p]=[X"X]"s,> = VAR[b]=

St cov(byb,) . . cov(b,b,)

cov(b1 b, ) Sil . COV(b1 by )
- . . . (1.8)

_cov(bk b, ) cov(bk b, ) .o S bzk ]

kde : s° —rezidualny rozptyl
s%i— celkovy rezidualny rozptyl regresného koeficientu b
cov(b;.bx) — kovariancia alebo korela¢ny pomer koeficientov b; a by
E — jednotkova matica
B — stipcovy vektor koeficientov skutoénej regresie

Prvky hlavnej diagonaly matice (1.8) s%1, $%...., S°b predstavuju rozptyl koeficientov
regresnej funkcie, ktoré su potrebné na testovanie ich Statistickej vyznamnosti. Nediagonalne
prvky su kovariancie odpovedajucich regresnych koeficientov, vyjadrujuce Statistickl
zavislost regresnych koeficientov regresnej rovnice (kovariancia je miera zavislosti dvoch

1< . ) .
premennych covxy = —Z(xl. -X ).(yl. — )7) , teda je to priemerny sucin odchylok
i=1
korelovanych hodndt od ich aritmetickych priemerov).

Nasledne je potrebné urobit’ kontrolu spravnosti inverzie si¢inu matic podl'a vztahu :
E=[X"X]"[X"X] (1.9)
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Matica E predstavuje jednotkovi maticu, s jednotkami na hlavnej diagonale a nulovymi
ostatnymi prvkami. Urc¢ité odchylky od nulovej hodnoty mézu byt sposobené chybami pri
zaokruhl'ovani a pri pouziti linearizacie.

Pretoze pre maticovy sucin plati asociativnost’ moze sa tato skuto¢nost’ vyuzit’ pre
dosiahnutie medzivysledku

A=X"XTTXT (1.10)
Vektor odhadov koeficientov regresnej funkcie je potom :
b=A.Y (1.11)

Empirickd hodnota y je hodnota, ktora je ziskana ako vysledok merania a teoreticka hodnota
¥, ktora je ziskana ako vysledok modelovania tejto premennej. Rozdiel medzi teoretickou a

empirickou hodnotou je oznaceny ako reziduum e:
e=y,-3. 112
¢o je velkost’ chyby v prisluSnom bode.

V nasledujtce;j Casti je uvedeny skript vytvoreny vo vypoctovom systéme MATLAB, ktory
bol aplikovany na vytvorenie matematicko — Statistického modelu pri skiimani zavislosti
strednej aritmetickej odchylky profilu drsnosti v zavislosti od reznych podmienok pri
pozdiznom sustruzeni ocele 12 050.1, ako aj pri vytvoreni matematického modelu zavislosti
makrogeometrie a mikrogeometrie povrchu v zavislosti od pracovnych podmienok pri rezani
nehrdzavejlicej ocele a hlinika vysokorychlostnym hydroabrazivnym pradom. Jedna sa vSak
iba o tu Cast’, pomerne rozsiahleho skriptu, v ktorej je rieSeny prave vypocet regresnych
koeficientov modelu.

$script pre vyhodnotenie merani pomocou maticovej regresie

$urceny pre mocninovu regresnu funkciu - planovany experiment

$log y=b0*log (10)+bl*log (v.)+b2*log (f)+b3*1log(apy)
$y=10"b0* (v."bl) * (£°b2) * (a,"b3)

sy=Ra, Rz

clec;

format long

load matica.txt; % nac¢itanie vysledkov merani z matice

matica %$zobrazenie matice merani a podmienok experimentu
[poc_pripadov,poc_stlpcov]=size (matica)

N=poc_ pripadov;

load FISHER 095.txt;%nacitanie matice kvantilov Fisherovho rozdelenia
load STUDENT 0975.txt;%nacitanie matice kvantilov Studentovho rozdelenia
load CHI 095.txt;%nacitanie matica kvantilov Chi rozdelenia

load meranie.txt % nacitanie vysledkov merania z matice meranie
meranie=1ogl0 (meranie) %$zobrazenie matice meranie

[pripady, stlpcel=size (meranie) $stanovenie poc¢tu pripadov N a opakovanych
merani m

m=stlpce%pocet opakovatelnosti merani

M=1logl0 (matica);%vsSetky prvky matice sa prevedl na dekadické logaritmy

y=M(:,5); %stlpec parametra merania do premennej vy
x0=M(:,1);%naditanie prvého stipca-fiktivna premennd do premennej x0
x1=M(:,2);%naditanie druhého stipca do premennej x1
x2=M(:,3);%naditanie tretieho stipca do premennej x2

x3=M(:,4) ;%naditanie 3tvrtého stlpca do premennej x3

Y=y; S$vytvorenie stlpcového vektora Y

X=[x0 x1 x2 x3]; % vytvorenie matice X
Xt=X"';%transponovanad matica k matici X

Xi=Xt*X %stcin transponovanej matice X a matice X
DXi=det (X1i) %determinant matice Xi
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Xinv=inv (X1i) %inverznd matica k matici Xi

H=Xinv;% Fisherova informac¢nd matica

E=Xinv*Xi %$jednotkova matica-kontrola spravnosti inverzie
A=Xinv*Xt; Spomocnd matica pre vypocet koeficientov regresie
b=A*Y %vektor koeficientov regresnej funkcie

Zaver

Predlozeny prispevok sa zobera principom tvorby regresné¢ho modelu. Vytvorit’ regresny
model, ur¢it’ odhady jeho regresnych koeficientov, je vSak iba jednym z prvych krokov pri
vystavbe modelu technologického procesu alebo systému, pretoze nasledne je potrebné
analyzovat’ tzv. regresny triplet (data, metdda, model) aby nami vytvoreny Statisticko —
matematicky model bol naozaj spravny a funkény. Spojenie znalosti Statistickych metod
analyzy zavislosti, testovania Statistickych hypotéz, vyrobnych technologii a metdd
planovania experimentov (DOE) dokaze byt vel'mi silnym nastrojom v realnej prevadzke
vyrobnych podnikov pri jej optimalizacii v spojeni s modernou vypoctovou technikou. NA
tomto mieste je nutné ale podotknut’, ze ziaden vypoctovy systém nedokaze vyriesit’ problém
za nés. PocitaC a prislusny vypoctovy software je iba ndstrojom, pomocnikom ktory ul'ahcuje
vypocty. Otazky ¢o chcem vypocitat’ ? ako to chcem vypocitat’ ? a ako si overim vysledok? za
nas ziaden ,,program® nevyriesi.
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